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Hoja 6
1. Sea M = R%
a. Existe f € C*(M) tal que df = zdy?
b. Existe f € C*°(M) tal que df = zdy + ydx?

2. Sea M una variedad, a € Q'(M) una 1-forma, y c: [a,b] — M una curva diferenciable.
Definimos la integral de o a lo largo de c:

/C = / b Qe (E(1))

Demuestra que, si f es una funcién diferenciable en M, entonces

/ df = F(c(b)) — f(c(a)).

3. Sea (M, g) una variedad Riemanniana y f € C*°(M). El gradiente de f es el campo
vectorial grad(f) en M definido por la propriedad:

g(grad(f), X) = df (X) para todo campo vectorial X en M.
Demuestra que:
a. Para cada p € M tal que df, # 0 la funcién
{Yel,M:|Y|=1} = R)Y — df,(Y)

tiene su valor méximo en é:ﬁggp\- Aquf utilizamos la notacién |Y| := 1/g,(Y,Y).
P

b. Sea c: [a,b] — M una curva integral de grad(f). Entonces
f(e(b)) = fle(a)).

Consejo para a): utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Consejo para b): utiliza el ejercicio 2.



4. Sea
O(3) ={A € Mat(3,R) : ATA = Id}.

Cada A € O(3) induce un difeomorfismo ®4: R® — R3 w — A-w. Ademds, sea
S% = {(x,y,2) € R®: 22 + y*> + 2? = 1} la esfera. Demuestra:

a. Para cada A € O(3), 4 es una isometria de R® (con su metrica Riemanniana
éstandard g).

b. Para cada A € O(3), la aplicacién ® 4 satisface ® 4(S5?) = S?. Denotamos ¢4: S? —
S? la aplicacién inducida por restriccion.

c. Para cada A € O(3), la aplicacién ¢4 es una isometra de S? (con la metrica Rie-
mannniana g inducida por la metrica estdndard en R?).

d. Deduce de c. que, dados puntos p, g € S?, existe una isometria ¢ de S% con ¢(p) = q.

e. Deduce de c. que el plano proyectivo P»(R) tiene una metrica Riemanniana tal que
la proyeccién 7: S — P5(R) es una isometria local.

Recuerda (para a): Por las clases de calculo, como ® 4 es una aplicacién lineal, tenemos
D,®4 = A en cada p € R3.

Recuerda (para d): Las matrices de O(3) son exactamente las matrices cuyas columnas
forman una base ortonormal de R3.

Observacién (para e): 7 es una isometria local si cada p € S? tiene un entorno U tal
que 7|y : U — w(U) es una isometria.

5. Considera el paraboloide
P = {(21, 79, 73) € R®: 2% + 235 = w3},

con la metrica Riemanniana inducida por R3. Describe la geodésica v que satisface

0

7(0) = (0,0,0) 7/(0) = 8—x1|(0,0,0)-

Consejo: Se puede decir bastante sobre v sin hacer ninguna cuenta, utilizando el hecho
que ®: R? — R3 (21, z9, 13) > (71, —T9, x3) induce por restriccién una isometria de P.



