Marco Zambon 23/05/2012
Geometria I, curso 2011-12

Examen Final

Tu apellido: Tu nombre:
Tu grupo (46 o 50): Tu DNI:

(deja esta tabla vacia)

Total (de 100)

Instrucciones: Utiliza una hoja distinta para cada problema, y en cada hoja escribe tu nombre
y el nimero del problema.

Justifica todas tus respuestas. Puedes utilizar, citdndolos de manera apropriada, resultados
que hemos obtenido en clase o en los ejercicios para casa.

1 (1545 puntos). Sean S y S” dos superficies topolégicas compactas y conexas. Sea S
orientable, con 2 componentes de borde, y caracteristica de Euler x(S) = —4. Sea S’ no
orientable, sin borde, con caracteristica de Euler x(S") = —3.

a) A cual superficie en la lista de superficies topolégicas compactas con borde es home-
omorfa la suma conexa

St S 7

b) Sea D C S un disco abierto y D' C S’ un disco abierto. A cual superficie en la lista
de superficies topolégicas compactas con borde es homeomorfa la suma conexa

(S=D) ¢ (5=D")7

Justifica tus respuestas.

2 (10+10 puntos). Sea M una variedad diferenciable y f: M — R’ una aplicacién
diferenciable. Sea grafo(f) := {(p, f(p)) : p € M}.

1



a) Encuentra una aplicacién diferenciable G: M x R® — R® con las dos siguientes
propriedades: la origen 0 € R® es un valor regular de G, y G71(0) = grafo(f).

b) Sabemos que grafo(f) es una subvariedad de M x R, asi que para todo p € M,
Tip.spgrafo(f) es un subespacio vectorial de T{, ¢y (M X R®) = T,M x Ty, R°.

Es verdad que para todo p € M tenemos
Ty, rperafo(f) = {(v, fu(p)v) :v € T,M} 7

Justifica tus respuestas.
3 (5+10 puntos). Sea S7 la esfera de dimensién 7 y S° la esfera de dimensién 5.

a) Existe una aplicacién diferenciable S7 — S57

b) Existe una inmersién S7 — S°7

Justifica tus respuestas.
Recuerda: una aplicaciéon entre variedades diferenciables f: M — N es una inmersién
si es diferenciable y f.(p) es inyectiva para todo p € M.

4 (10410 puntos). Sea

1

A=10

0

Sea X el campo vectorial en R* dado por X|, = A-p € R? (aquf identificamos de manera

canonica T,R* con R? y “A - p” denota el producto de dos matrices). Para todo p € R?
sea 7, la curva integral de X que satisface 7,(0) = p.

S NN O
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a) Encuentra explicitamente 7, (es decir, halla su formula).

b) Para cuales p € R? es 7, la curva constante (es decir, 7,(t) = p para todo ¢ en el
dominio de la curva 7,)?

Justifica tus respuestas.

5 (5+10 puntos). Sea V un espacio vectorial de dimensién 4. Sea {e1, e, 3, €4} una base
de V.

a) Cual es la dimensién de A?V*?
b) Cual es la dimensién del subespacio vectorial {w € A2V* : w(ey, e9) = 0}7

Justifica tus respuestas.

6 (10 puntos). Sean (M,g) y (M’',¢') dos variedades Riemannianas. Sea F': M — M’
un difeomorfismo tal que |Fi(p)v| = |v| para todo p € M y v € T,,M.

Es verdad que F' es una isometria?

Justifica tu respuesta.

Observacién: |v| es la norma de v, es decir, |v| = \/g,(v,v). |Fi(p)v| estd definido de
manera analoga.

Recuerda: Una isometria entre (M, g) y (M, ¢’) es un difeomorfismo f tal que g,(v, w) =
g}(p)(f*(p)v, f«(p)w) para todo p e M y v,w € T,,M.

Consejo: Considera |v + w| para todo p € M y v,w € T,M.



