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1.
Q := {(x, y) : x ∈ [−1, 1], y ∈ {−1, 1}} ∪ {(x, y) : x ∈ {−1, 1}, y ∈ [−1, 1]}

(el borde de un cuadrado) es una subvariedad de R2?

2 (Facil). Sean U un subconjunto abierto de Rn, V un subconjunto abierto de Rm, y
f : U → V una aplicación. Demuestra que f es diferenciable en el sentido de las clases
de calculo (es decir, como aplicación entre abiertos del espacio euclideo) si y solo si f ,
considerada como aplicación entre variedades diferenciales, es diferenciable.
Recuerda: La estructura de variedad diferencial de U es el átlas diferencial maximal
que contiene la carta IdU : U → U .

3 (Facil). a. Demuestra que:

S := {(x, y, cos(x)cos(y)) : x, y ∈ R}

es una subvariedad de R3.

b. Demuestra que:
g : S → R, (x, y, z) 7→ x+ y + z2

es una aplicación diferenciable. Aqúı S tiene la estructura de variedad diferencial
dada como subvariedad de R3, y R su estructura canonica de variedad diferencial.

4. Sean M,N variedades diferenciales y f : M → N una aplicación diferenciable. De-
muestra que

grafo(f) := {(q, f(q)) : q ∈M}

es una subvariedad de M ×N .

5. Sea G un grupo, X un conjunto. Sea θ : G × X → X una aplicaćıon. Para cada
g ∈ G, denota por θg la applicación X → X, x 7→ θ(g, x). Denota por Biy(X) el grupo
de biyecciones de X. Demuestra:
θ es una acción de G en X ⇔ θ : G→ Biy(X), g 7→ θg es un homomorfismo de grupos.

6. Sea n ∈ N. Considera el grupo Zn := Z/nZ (el grupo ćıclico de n elementos) y para
cada m ∈ Z denota por [m] el elemento correspondiente en Zn.

a. Demuestra que
Θ: Zn × S1 → S1, ([m], z) 7→ e2πi

m
n z

es una acción diferenciable de Zn en la variedad S1 := {z ∈ C : |z| = 1}.

b. Demuestra que S1/Zn tiene una estructura de variedad diferencial tal que la proyección
π : S1 → S1/Zn es un difeomorfismo local.
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7. a. Sean Mi variedades diferenciales y pi ∈ Mi, por i = 1, 2. Demuestra que la
aplicación canónica

Φ: T(p1,p2)(M1 ×M2) ∼= Tp1M1 × Tp2M2, [(γ1, γ2)]M1×M2 7→ ([γ1]M1 , [γ2]M2)

(donde γi denota curvas diferenciables en Mi con γi(0) = pi) está bien definida y
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

b. Sea M una variedad diferencial y p ∈M . Sea

i : M →M ×M, q 7→ (q, q).

Calcula la derivada de i en p, es decir,

i∗(p) : TpM → T(p,p)(M ×M) ∼= TpM × TpM.
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